12. Tétel
A hasonl6sag és alkalmazasai haromszdgekre vonatkoz6 tételek bizonyitasaban

1.A témakor tartalmi felépitése:
* Alakzatok hasonlosaga
» Hasonlésaggal kapcsolatos tételek
» Hasonlésag alkalmazasa egy feladat soran
* Egyeéb alkalmazéasok

2. A témakor tartalmi felépitésének kifejtése:

2.1.Torténeti bevezai

A geometriaa matematika térbeli torvénysiségek, osszefliggések leirdsabdl kialakult aga; maga a
geometriasz6 gorogul eredetildgldmereésjelentett. Kialakulasdban szerepet jatszott az 6kori gazdasagi
rendszer (innen ered a terllet- és térfogatszamitas), és csaliaigagzgeometria az i.e. V. szdzad kordl
elszakadt tapasztalati gyokeétitaz eleata filozofusok (leginkabb Zéndén) és olyan tudosok, mint Thalész
hatasara. A geometria az&tsdomanyag, amit deduktiv médon, vagyis axiomarendszer formajaban
épitettek fel (ez elsorban Euklidész nevéhdgzédik).

Kb. 4000 éves irasos emlékek szerint a babiloniaiak mar ismerték a haromszogalshgaoak fogalmat.

2.2 A k6zéppontos hasonldséqi transzforméacibtegadunk egy pontot, a kozéppontos hasonldsagi
transzformacio kdzéppontjat (O pont) és egalos szamotié0). Valamely ponthoz a kdvetk&@zpp
rendeljik hozz4 a képét:

Ha P=0 akkor P képe 6nmaga.

Ha Q£O akkor Q képe OQ egyenes olyan Q’ pontja, amelyre |[OR1HQQ|, mégpedig he>0
akkor Q' az OQ félegyenesen van,&® akkor Q' az OQ egyenes Q-t nem tartalmazo félegyenesén van.
A : a kdzéppontos hasonldsag aranya

2.3 Alakzatok hasonl6sagaKeét alakzat hasonld, ha létezik olyan hasonlésagi transzformécid, amely az
egyik alakzatot a masikba viszi.
Azt haA alakzat hasonl6 edy alakzathoz, a kdvetkéképpen jeldljukA/B
- Minden alakzat hasonlé 6nmagahoz, aza# Aidentitas)
- Ha AB, akkor B/A. (kommutativitas)
- HaAIB és BC, akkor AC.

Definicid: Két alakzahasonlésaganak aranyaz egymasnak megfete$zakaszok hosszanak aranya.

2.3 Tételek:

1. Haromszo6g hasonlésaganak alapesetei
Két haromszog akkor és csakis akkor hasonld, ha a koveiddeztelek egyike teljesul:
» megfeleb oldalaik hosszanak aranya paronként edyenl
» 2-2 oldalhosszuk aranya egyédis az ezek altal kozrefogott szogek nagysaga €gyenl
o 2-2 szOguk paronként egyémagysagu
» 2-2 oldalhosszuk aranya egyédis e 2-2 oldal k6zil a nagyobbik oldallal szembglév
szogek nagysaga egyénl

2. A parhuzamos széh tétele Ha egy szog szarait parhuzamos egyenesekkel metsszik, akkor az egyi
szaron keletkgzszakaszok hosszanak aranya edyamnhasik szaron keletk&zszakaszok
hosszanak aranyaval.
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3. A parhuzamos szgk tételének megforditasbla két egyenes egy szdg szaraibdl olyan szakaszokat
vag le, amelyeknek aranya mindkét szaron edyakkor a két egyenes parhuzamos.

4. Parhuzamos szekzakaszok tétel&gy sz6g szarait medparhuzamosokbdl a szarak altal

kimetszett szakaszok aranya megegyezik a parhuzamosak altal az adyik kimetszett szakaszok
aranyaval.

5. Szogfeledtétel: A haromszog belsszogfeledje a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak hosszanak
aranyaban osztja két részre.

6. Befogoététel:Derékszo§ hdromszdgben az egyik befogd mértani kézepe az atfogdmiétileges
vetiiletének és az atfogonak2€erx, b’=c*y)

7. MagassagtéteDerékszof haromszogben az atfogéhoz tartozé magassag mértani kozepe az atfoga
két szeletének.

Z

E
X - y

ABCA ~ CBTA ~ ACTA a derékszdg és a ktzds hegyesszogek miatt.
A hasonl6sagbdl kdvetkezik, hogy megféleldalaik aranya egyefl

A CBT és ACT haromszdgekba befogok aranya:

|CT| : |IBT| = |TA]: |CT|

CT=|BT| * TA|

Révidebb jeléléssel: e x*y

2.4 Feladatok:

1.Deréksz6g haromszogben a deréksadgsucsbol huzott magassag az atfogot 2:3 aranyban osztja
két részre. A rovidebbik befogd 12 cm hosszu. Mekkorak a hdromszdg ismeretlen oldalai?

Az atfogbbdl levagott 2 részt jeldljik x-szel és y-nal. x:y=2:3 tehat Bx=2

Ha felirjuk a befogotételt mindkét befogora, akkor az alabbi egyenletrenkiapgik:
a’=cx és B=cy

Behelyettesitve a-val: 144=c*x ennek 3szorosa: 432=3 * cx

3x helyére 2yt helyettesitve:

432=2y*C
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b°=y*c Tehat =216 b=6*(gyok6)
c=6*(gy0k10)

2. Adott egy sz0g, szarai kozo6tt egy P pont. Szerkesszink kort, amely érinti a i@z
atmegy a P ponton.

El6szor szerkesszink egy tetkeges, a szdgszarakat édikdrt. Mivel a szogszarakat érthkorok
parhuzamos helyzigtk és hasonlok, a hasonlésag kdzéppontja a sz6g csucsa, ezért fel tudjuk nagyitani a
koriinket tetséleges modon, hogy atmenjenRgponton (2 megoldast kapunk).

2.5 Alkalmazéasok:

1. Matematikéan belili alkalmazasok

» Adott egy egységnyi hosszlUsagu szakasz és pgyitiv egész szam. Szerkessziink olyan szakaszt,
amelynek hossza awnégyzetgyoke!

* Igazoljuk geometriai Uton a két pozitiv szam szamtani és mértani kozepe kgyétbgenséeget!

* A Pithagorasz-tétel bizonyitdsa befogotétellel.

A befogbtétel értelméberi=c*x és F=c*y.

A két egyenlet bal oldalanak 6sszege a befogok négyzetdsszegét adja:

a + b = c*x + c*y = c(x + y)=¢

Pitagorasz tételéhez jutottunk.

Kidolgozéja Ferenc Aronl2.D
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