19. tétel — Vektorok

A koordindtageometriara jellerzhogy a geometriai problémékat koordinatarendszerben probalja
megoldani, analitikai, algebrai uton. A koordinatarendszerben vektorok, helyvektorok, és
normalvektorok, stb. segitségével oldhatunk meg problémakat.

A felelet vazlata

Alapfogalmak

Vektorok kdlcsonods viszonya
Vektormiveletek

Tétel — Bizonyitas
Alkalmazéasok

Alapfogalmak:

Vektor: Iranyitott szakasz. Ha egy szakasz két végpontjat megkulonboztetii&stgl oly
maodon, hogy az egyik pont a kégmnt, a masik pont a végpont, akkor iranyitott szakaszt,
vektort kapunk.

Helyvektorok (a koordinatarendszerben): Olyan vektor, melynekdkendja az origé. igy

egy pontot a koordinatarendszerben meg tudunk hatarozni egy helyvektorral is, a belyvekt
koordinata parral jeldljuk. Ez a koordinata par a helyvektor végpontja.

Vektor hossza: A vektort meghatarozo iranyitott szakasz hossza (absék&)tért

Nullvektor: Olyan vektor, melynek hossza 0, iranya tidegges.

Vektorok kélcsonos viszonya:

Parhuzamos: Két vektor parhuzamos, héket meghatarozo irdnyitott szakaszok egyenesei
parhuzamosak.

Egyiranylak: Két vektor egyiranyd, ha parhuzamosak, és egy iranybanakutat

Ellentétes iranyu: Két vektor ellentétes iranyd, ha parhuzamosak és kidorédiyba
mutatnak.

Egyenb: Két vektor egyerd, ha parhuzamosak és abszolutértékeik megegyeznek.
Ellentett: Két vektor egymas ellentetjei, ha ellentétes irAnylakszoklitértékeik
megegyeznek.

Vektormiiveletek:

ha aza végpontjaba eltoljuk b-t akkor aza

Osszeg: Aa ésb vektorok 6sszegeatb) azon b
parhuzamos eltolas vektora, amellyebaal ésb-ral vald
parhuzamos eltolasok egymasutanja helyette$itehat 5 a+h 33
kezdbpontjatdl ab végpontjaba mutatd vektor lesz az / a

b

0sszegvektor.

Kuldnbség: Két vektor kiildnbségén az ellentett vektor 0,52
hozzaadasat értjuk. (Azésb vektorok kilonbségeafb = a-b

a+(-b) vektor)

Konstans szoros szorzat: Ha# 0 és 3 tetsileges valos b

szam, akkor 8olyan vektor, amelynek abszolutérteke
|B]l], €s 3 > 0 esetéaral egyiranyd, B < 0 esetérral
ellentétes iranyu.

Haa = Q, akkor & =0 barmely 3 valés szam esetén.
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o Skalaris szorzat: Két vektor skalaris szorzatan értjik azt a valos snaehyet (gy kapunk,
hogy a két vektor abszolutértekét és bezart szoguk koszinuszat 6sszeszatwzzagb|
cosa (ahol aa két vektor bezart szoge).

Végeredménye nem vektor, hanem valos szam, konstans.

Ha O < a < 90°, akkor a skalaris szorzat értéke pozitiv valos szam.

Ha 90° <a < 180°, akkor a skalaris szorzat értéke negativ valdés szam.
Ha = 90° , akkor cos90 = 0 miatt a skalaris szorzat értéke is nulla.

» Vektoridlis szorzat: a vektoridlis szorzat eredménye egy vektor, ézelancsak a térben
végezhei el. Az eredményvektor abszolutértékét megkapjuk, ha a két vektor abszolutértékeét
megszorozzuk a bezart szoguk sinusasat.j| = p|p|sina. Az eredményvektor méleges
lesz mindkét keztlvektorra, és a 3 vektor jobbkezes koordinatarendszert alkot.

Tétel - Bizonyitas:

Két vektor skaléris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vekitleges egymasra.

» Ha a két vektor méteges egymasra, akkor hajlasszogikre 9C° , igy cos90 = 0 miatt a
skalaris szorzat értéke is nulla.

» Neézzik most azt az esetet, hogy két vektor skalaris szorzata nulla.
Ha a vektorok nem nullvektorok, akkor skalaris szorzatuk csak akkor lehet nullapia cos
0. Ez pedig azt jelenti, hogy= 9C° , azaz a vektorok méegesek egymasra.
Ha a vektorok kdzott nullvektor is szerepel, akkor mivel a nullvektorok iranyaesges,
ezért ebben az esetben is mondhatjuk, hogylegesek egymasra.

Alkalmazasok:
» Vektoros bizonyitasok: pl. a koszinusztétel bizonyitasa.
* Geometriai transzformaciok, eltolas vektorral, fuggvényabrazolasnal. Relda

T
J’“ y=sin{x—§]+1

f(x)= sin( X_Ej + 1 fuggvényt akarjuk

abrazolni. Ebben az esetbefiszior
abrazolni kell azf (x) =sinx fuggvényt,

majd el kell tolni a(’—g;o] , majd a (0;1)

N [E-n] 2 \ vektorral.
RIS e Mechanikai munka kiszamolasa.

» Pontszei testekre hat6 6k eredjének kiszdmolasa: egy
pontszeti testre sokféle érhathat, jelen esetben a gravitaciés it
ers (G), a tartoed (F), a huzoes, amivel hizzuk ére a testet 7 } !

(Fr) €s a surlédas {f- Ebben az esetben, ha ki akarjuk
szamolni a testre hatosreredjét, 6sszegét(F), akkor az G
er6ket, mint vektorokat kell 6sszeadnunk, és az gt is
vektorként kapjuk meg.
* A fizikdban ebfordulo mennyiségeknek egy része
vektormennyiség, mint pl. a sebesség, a gyorsulas, tehat
ezeknek van nagysaguk és iranyuk. igy egy poriiskérmozgést védrtestnek a
sebességét is vektorral tudjuk meghatarozni: megkapjuk a test iranyat is.
» Csillagaszat: égitestek utjanak kovetése, szamolasok.
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