23. tétel:
Terlletszamitas elemi Gton és az integralszamitas fel  hasznalasaval

1. A témakoar tartalmi felépitése  (amirél beszélni szeretnék)
» Alapfogalmak
» Néhéany egyszerilibb sokszdg terllete
* A haromszog tertletének kiszdmitdsa a T = ab sin y képlettel
e Azintegral fogalma
e Egyéb alkalmazasok
* Egy példa a fizikabol

2. A témakor tartalmi felépitésének kifejtése

2.1 Torténeti bevezet 6

A geometria a matematika térbeli térvényszer(iségek, 6sszefliggések leirdsabdl kialakult 4ga;
maga a geometria sz6 gorogul eredetileg foldmérést jelentett. Kialakulasaban szerepet jatszott az
Okori gazdasagi rendszer (innen ered a terllet- és térfogatszamitas), és csillagaszat is. A geometria
az i.e. V. szazad korul elszakadt tapasztalati gyokereitél, az eleata filoz6fusok (leginkabb Zénén) és
olyan tudésok, mint Thalész hatasara. A geometria az elsé tudomanyag, amit deduktiv modon, vagyis
axibmarendszer formajaban épitettek fel (ez elsésorban Euklidész nevéhez fiz6dik).

2.2 Alapfogalmak

* Sokszogek teriilete: Minden soksz6ghoz rendelhetiink egy pozitiv szamot, amelyet a sokszdg
terlletének nevezink.

1 A hozzérendeléshez kell egy terlletegység. Megallapodunk abban, hogy teriiletegység az a
négyzet, amelynek oldalai 1 hosszlUsagegységek.

2 Egybevago sokszdgekhez ugyanazt a szamot rendeljik, tehat egybevagoé sokszégek
terliletének ugyanaz a mérészama.

3 Ha egy sokszdget két ( vagy tébb ) sokszdgre bontunk, akkor e két (vagy tébb ) sokszdg
terliletének 6sszege az eredeti sokszog teriiletével egyenld.
2.3 Néhany egyszer (ibb sokszdg terilete

e Haromszo6g: T = am = ab siny = abc = sr (r a beirhaté kor sugara)
2 2 4R

A haromszog teriilete visszavezethet6 a paralelogramma teriiletére.
((am)/2)
A haromszog teriilete szamolhato két oldalabdl és a kézbezart szég

C

szinuszabdl. ((ab siny)/ 2)
A haromszog teriilete szamolhat6 3 oldalabdl és a koré irt kor a
sugarabdl. ( (abc)/ 4R)

A haromszog terllete szamolhato kerlletébdl és beirhatd korének

sugarabdl. (s = K/2; T =sr)

A haromszog teriilete szamolhat6é Heron-képlettel:

T= \/s(s-a)(s-b)(s—0)

* Négyzet: T=a’=d?”(d az atl6) -
2 ‘

« Rombusz: T = ef = a % sina (a a kisebbik sz6g)
2

e Téglalap: T=ab a
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Paralelogramma: T = am = ab sina (a a kisebbik sz6g) b m

A paralelogramma atdarabolhat6 téglalappa, igy teriilete egy oldal és a hozza tartoz6 magassaga
hosszanak szorzata. (am)

Trapéz: T =a+c m=km (k a kézépvonal)

2

Deltoid: T = ef

2
A deltoid és a trapéz teriilete visszavezethetd téglalap tertiletének kiszamitasara.
HUrnégyszog: T = s-a)(s-b)(s-c)(s-d)
Erinténégyszog: T = sr
Kor: T=mr* =d*m Korcikk: T = lir=ma° r’ Korszelet: T = ir — h(r — m)

4 2 360° 2

A korcikk terllete egyenesen aranyos a hozza tartozé kézépponti szdggel.

A korszelet terllete visszavezethetd korcikk és haromszog teruletének kiszamitasara.
lir—h(r—m

2 2

2.3 A hdromszdg teruletének kiszamitdsaa T =ab sin y képlettel

Tétel: Haromszog terilete két oldalbol és a kdzbezart szog ismertében: T = ab siny

Bizonyitas:

Legyen adott a haromszdg két oldala, példaul a és b,
valamint az altaluk kdzbezart y szdg. Itt harom eset
lehetséges:

1, a megadott y sz6g hegyesszdg.
1. A héromszdg terlletét at = a* m, / 2 képlet
szerint szamitjuk.

2. Most itt adott az a oldal, de nem ismert az m,
magassag. Adott viszont a b oldal.

3. Az ACT derékszdgl haromszdgben sin y = m,
/b.
Atrendezve: m, = b *sin y.

4. Ezt behelyettesitve a terlletképletbe:
t=a*b*siny/2

2. a megadott sz6g tompasz6qg:

Az ma most az adott y tompaszdg kiilsé szogének
segitségével fejezhetd ki: ma = b * sin (180°— y),
ami alapjan:

t=a*b*sin (180°- y)/2
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Tehét a haromszog tertletét megkapjuk, ha a két
oldaldnak szorzatat megszorozzuk a kdzbezart
sz0g sinusaval, és a kapott eredményt osztjuk kettével.

3. a megadott sz6g derékszog:

Vagyis sin90°= 1, igy a képlet alapjan: t = ab/2
2.4 Az integral fogalma

A gyakorlati életben sokszor van szikségunk kulonféle sikidomok ,nagysadgéanak” (fuldterilet stb.)
meghatarozasara. Egy mérészamot kellene hozzékapcsolni a sikidomhoz, amit a terlletének
nevezink.

1. Tekintsik el6szér azt a sikidomot, amelyet az x tengely [0;1] A
intervalluma, az x=1 egyenes megfelel6 szakasza és az 7

f :[O;]] - R, f(X) =% fiiggvény grafikonja hatarol. Ezt a sikidomot

parabolikus haromszognek is szokas nevezni.
Irjunk a sikidomba és koré sokszogeket a kdvetkezé modon: osszuk

a [0;1] intervallumon n egyenld részre (N0 N™).

v

=1
Az [—;—} intervallumra egy beirt és korulirt téglalapot allitsunk
n n

) " ) A 123 n-1
agy, hogy a beirt téglalap magassadga | — | , a korulirt téglalap —_ — 1
n nnn n

- \2
magassaga pedig (—) legyen. Végezzik el ezt az eljarast minden részintervallumra.
n

A beirt téglalapok tertilete:

S :09:—;+(%T—1+(—2]2—1+...+(n__1]2_1:

n \n n n n
Y A P A2 _(n=-Dn(2n-1)
- A[Ee2 va(on 7] OIC

A koralirt téglalapok terilete:

S

:ig[l2 + 22 + 32 + ..+ n2:| = n(n+1)(32n+ 1)
n 6n

Arra gondoltunk, hogy ha egyetéen olyan szam van, amely minden S, -nél nagyobb és minden S, -nél
kisebb, akkor a parabolikus haromszdgnek van terllete, és a teriilet azzal a szammal egyenlé.

L 1, 1
Vilagos, hogy S, —>§ és S _>:—%,han—>00.

1_._1_ (n—l)n(32n— 1): 3n—2 1>O o %_}: n(n+1)(32n+ 1)__1: 31+2 1>O
3 3 en 6n 3 6n 3 &

1
Azaz: S, sgs S
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. 1
Osszevetve azt kapjuk, hogy 5 minden S, és S, kozé esik, és ez az egyetlen ilyen tulajdonsagu
szam, mivel Sq -S - 0, ha n - o igy azt mondjuk, hogy az adott parabolikus haromszdgnek van

1
tertlete, és az —.

Itt érdemes a Lili tételét is megnézni! ©
2.6 Egyéb alkalmazasok
1. Terlletszamitas
2. Felszinszamitas
3. Mérnoki munka
2.7 Egy példa a fizikabaol

Mekkora munkat kell végezni, ha egy m tdmegd testet a Fold O kdzéppontjatol a tavolsagra levé A
pontbol, az O-t6l b tavolsagra Iévé B pontba akarjuk juttatni (a < b) ?

A Newton-féle torvény szerint tudjuk, hogy az m témeg testre hat6 nehézségi eré6 F =y , ahol

2
r
y a gravitacios egydtthatd, M a Fold témege, r pedig a test tavolsaga a Fold kdzéppontjatol. Az eré
tehat a mozgas folyaman valtozik. O, A, B legyenek egy egyenesen, és osszuk be az [a,b]

intervallumot: a =1, <r, <r,<...<r_, =b . Tekintsiik az i-edik részintervallumot: [ri_l;ri] Atest I -

mM
bél I -be vald juttatdsahoz tébb munkat kel végezni, mint F =)——(r, —r,_;), de kevesebbet,
r

mM
mint F = yy—— (I, —1,_,) . Az 6sszes részintervallumra ezt elvégezve azt kapjuk, hogy ha W a végzett
r

i-1

munka, akkor

1 1 1
S, =ymM I’_Z( (- 5)+r—2(r2—r1)+...+r—2(rn _rn—l) <

1 2 n

1 1 1
WymM| 5 (=) + 5 (=) +ot 5 6 1) | =S,

r1 n-1
llyen 6sszegekkel mar talalkoztunk (csak ott r helyett x szerepelt), és igy tudjuk, hogy egyetlen szam

1 1
van, amely barmely beosztas esetén S, és S kozé esik: ymM (— __b] . A végzett munka tehat:
a

W = ymM(l—Ej.
a b
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