23.
Terlletszamitas elemi Uton és az integralszamitasf  elhasznalasaval
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Noohkow

Néhany sikidom terlletének meghatédrozasdhoz kész utasitasok ,képletek” vannak,
amelyek egyszerlien alkalmazhatok az igényes gondolkodas azonban azt kivanja,
hogy a terllet fogalméardl is legyen elképzelésunk, értsik a ,képletek” mogotti
osszefliggéseket is.

1.
Barmely sikidomhoz hozzarendelhetink egy valés szamot (terlletfiiggvény) a
kovetkezd féleképpen:

a) Minden sokszdg terllete pozitiv valds szam legyen.

b) Az egységnyi oldalhosszisagu négyzet terilete 1 terliletegység.

c) Két egybevago sikidomhoz ugyanazt a teriletértéket rendeljik hozza.

d) Egy sikidomot egymassal diszjunkt (nincs kozos része) részekre bontva a
részek teriletésszege megegyezik a sikidom teriletével.

Megallapodas szerint a terlletegység az a négyzet, amelynek oldalai 1
hosszusaguak.

2.
Specialis sikidomok terilete:

Négyszogek
1. Az a és b oldalhosszuséagu téglalap terilete ab.
2. A paralelogramma atdarabolhat6 téglalappd, tehat teriletét kiszamolhatjuk
egy oldala és a hozz4 tartozé magassag szorzataval. (T=a-my)
3. A trapéz terllete visszavezethet§ a paralelogramma teriletének

T= (a+c)m)

4. A deltoid tertletének kiszamitasa visszavezethetd a téglalap terlletére.
el f
T=—
( 5 )

kiszamitasara. (

5. A szabalyos sokszOget terllete a hdromszoget teriletének kiszamitasara
vezethetd vissza.
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Haromszogek

, o . o [m
6. Visszavezethetd a paralelogramma teriiletének kiszamitasara. (T:aT)

Kiszamithatjuk a két oldal és a kdzre zart szog sinusabal. (T:&;my)

Kiszadmithatjuk a Heron-képlettel (T= \/s(s —a)(s—b)(s-0))
Kiszamithatjuk a kerulet felének és a beirt kor sugardnak szorzatabdl. (T=rs)

Kor
7. Egy r sugaru kor teriilete elemi Gton: T=r*7

r
Integralszamitassal: 2 J'\/r2 - x? dx
=r

S 2
8. Kaorcikk terllete egyenesen aranyos a kbzépponti széggel. (T= al

)

9. Korszelet terilete visszavezethetd korcikk és haromszog teriletének
kiszamitasara.
10. Ellipszis terilete T=nab

3.
Két sikidom terulete:
» Ha két hdromszdg hasonlo, és hasonlésaguk ardnya A, akkor a teruletik
aranya/ 2.
» Két hasonl6 alakzat esetén, ha a hasonlésag aranya A, akkor a teruletik
aranya A2

4.
Integralszamitas, mint tertletszamitasi modszer:

Az [a;b] intervallumon folytonos, nem negativ f(x) figgvény gorbéje alatti
b

teriletet a hatérozott integral fogalmabdl kovetkezéen az I f(x)dx képlettel
a

szamolhatjuk.

Ha az f(x) folytonos fliggvényre nincs eldjelkikdtés, akkor az f(x) integralja az x
tengely
feletti és alatti terliletek el6jeles 6sszegét adja. llyenkor az x tengely felett idomok
terlletét pozitiv, az x tengely alatti sikidomok terlletét negativ el§jellel vesszik
figyelembe
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5.
TETEL
blsiny

A haromszog terllete T= al

BIZONYITAS
Legyen adott egy haromszdg két oldala, és a kdzre zart széguk. (a,b, siny)

fgy harom eset lehetséges:

1.) yhegyesszdg.

, . e, . alm )
A haromszog tertletét kiszamithatjuk a T= > 2. . / \ 5
Adott a oldal, de m, ismeretlen. Viszont adott a b m, \‘\
oldal is. 5 :’XT .
B a T

Az ATC derékszogi haromszogbdl kifejezhetjik my-
t b segitségével.

Mégpedig: siny = rEa

— my=Dbsiny.

Ezt behelyettesitve a teruletképletbe:
alblsiny

2

T=

2.) y tompaszdg.

Ebben az esetben ma-t az adott y szdg kulsé szbogének segitsegével
fejezhetjuk ki:
mMa=b-sin(180- y)
tehat:

T= alblsin(L8C - )
2

Tehat a haromszog terlletét kiszamithatjuk, ha a két oldal és kodzre zart szdguik
sinusanak szorzatéat elosztjuk kettével.

3.) y derékszog.

Vagyis sin90 =1, tehat a terlletképlet T:aT[b.
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(vagy)
TETEL:

A haromszog terllete T=rs.

BIZONYITAS:

Ha az ABC haromszdg beirt kérének kdzéppontjat dsszekotjuk az A,B,C
csucsokkal, akkor az eredeti haromszdget harom kis haromszogre bontottuk fel.
Nyilvanvald, hogy a harom kis haromszog teruletének 6sszege az eredeti haromszog
terlletét adja.

A felbontasbdl kovetkezik, hogy az AOB, BOC, COA kis haromszégeknek a
c,a,b oldalakhoz tartoz6 magassagai a beirt kornek az r sugarai. igy az ABC
haromszog teruletére felirhatjuk:

alr  blr +c[r _r(a+b+c)

T= +
2 2 2 2
C b
a+t2)+ C-s (azaz a haromszog kertletének a fele.)
C
7 g a
Tehat: T=rs.

6.
KONKRET PELDA

Legyen adott a haromsz6g harom oldalanak hossza.
a=3cm,b=4cm,c=5cm.

Héron képlet alkalmazasaval konnyen kiszamithatjuk ebbél a harom adatbdl a
terletet:

T=,/6(6-3)(6-4)(6-5) =~/36= 6 cm’

Vizsgajuk meg, hogy masik teriletképlet alkalmazéasaval ugyanezt az eredményt
kapjuk-e. A T:&;my képlet alkalmazasahoz sziikséglink van a gamma szogre,

melyet egy cosinus-tétel alkalmazasaval egyszeriien kiszamolhatunk.
c?=a’+b*-a-b-cosy

25=9+16-12:cosy
cos y=0,083333 y =85° a b

B C

Alkalmazva a kiszamitott y szogre a tertletképletet:

3[4[sin85° _
2

2

T= 6cm
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Az imént kiszamitott gamma sz6g segitségével ki tudjuk szamolni a haromszdg
magassagat is.

sin = M
YT

m, =siny ‘b = 4 cm.

Ezt behelyettesitve a tertletképletbe:

A terlletképlet alkalmazasaval konnyen meghatarozhatjuk a haromszog beirhato
korének sugarét is, hiszen a T=rs képletbe behelyettesitve az imént kiszamolt
tertletet, megkaphatjuk a beirhato kor sugarat is.

6=r6 r=1cm.

Tehat akar a haromsz6g harom oldalabol konnyen meghatarozhatjuk a beirhaté
korének sugarét.

v

ALKALMAZASOK:
 Mérndki munkdban a terilet és felszinmérésben kilépve a sikbol az

integralszamitast hasznaljuk forgastestek térfogatanak kiszamitasara is,
valamint egyik eszkdze a figgvény vizsgalatnak.
* Geometriai feladatok megoldasanal sokszor hasznaljuk a teruletképleteket.

* Felszinszamitasnal is a megtanult tertilet képleteket alkalmazzuk.

» Az épitészetben lakasok alapteruletének, telkek nagysaganak kiszamitaséara
is alkalmazzuk, valamint foldmérésnél is.
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Megjegyzés: Ha mar megcsinaltam ezt a bizonyitast is, nem torlom ki, hatha
valamelyik mazohista allat ezt valasztana. De a tétel kidolgozas szempontjabadl ide
tettem a végére, hogy ne zavarjon be ott a haromszoges résznél. Tanar Urra bizom
hova teszi, vagy esetleg bele teszi-e. En itt hagyom, mint kiegészité anyag.

TETEL:
T =ab (a szomszédos oldalak szorzata)
BIZONYITAS
. s , T, _—m,
Bizonyitas: megmutatjuk, hogy —==—=
L, m
A
7
P
i S B A
Yy " i
i By
r#e " pa

b M
Osszuk fel a téglalap magassagat n egyenld részre (n[] Z*), és mérjuk fel ezt
a részt a masodik téglalap magassagara az alap végpontjabdl kiindulva ahanyszor

csak lehetséges. Ha ez k-szor lehetséges, akkor . k% <m, <(k +1)% ,(koz*).

Az osztépontokon at huzzunk parhuzamosokat a téglalapok alapjaval. Ekkor
egybevago téglalapokat kapunk. Ezért felirhatjuk a kovetkezd egyenlétlenséget: 11

kLST2<(k+1)L ;
n n
l. és 1. egyenlétlenségeket &y = 2
atalakithatjuk. Osszuk el I. mindegyik oldalat ) a .
az m(>0) és Il. mindegyik oldalat a T,(>0) . l i °
szammal. s i} L L.
- 01 7
Ekkor k < LI k+1 ‘ ‘
n m n
. k T, k+1
és —<2<— L my
" ! n i ml‘
M és T a F;E+1{intervallum belsé
T nn n T
. 1 . 111 q
pontja, ahol d, == Minden n-re
n 1 a a
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T2 2 1 Ve 7 . e 7 7
0<|—=-—=<—, az a nemnegativ szam, amely minden pozitiv egész szam
T m| n
. L LT T L o
reciprokanal kisebb, a 0. Tehat 2 M 02 :&, amit bizonyitani kellett.
L om L m

Most tekintsuink olyan téglalapot, amelynek az alapja és a magasséaga 1, és
hasonlitsuk 6ssze az egység oldalu, egység teriletli négyzettel. Az el6bb igazolt tétel

.. T, a o e . . .
szerint: -t = 1 =a. A T, terlletd téglalapot hasonlitsuk 6ssze az a alapu és b
b

magassagu T terlletl téglalappal. Ekkor Tl: 17 T=Tb=ab.Ha b=a, akkor a
1

téglalap négyzet és a terillete T = a®

Kidolgozdja Kovacs Lili12.D
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