25. Tétel
Bizonyitasi modszerek és bemutatasuk tételek bizonyitdsaban

1. A témakor tartalmi felépitése:
* Bizonyitasi médszerek és azok definicioi
» Tételek bizonyitasa a fent emlitett modszerek segitségével
* Alkalmazéasok

2. A témakor tartalmi felépitésének kifejtése:

2.1.Torténeti bevezdi:

Mér René Descartes (1569-1650) a Szabéalyok a gondolkodas iranyitasavelmeméltalanos
modszert keresett a problémak megoldasara. Ugy gondolta, [ésggreminden problémat matematikai
problémara vezet vissza, masodszor minden matematikai problémat algeBgiiteezeket egyenlet
megoldasara.

A matematikaban amit allitunk, azt be is kell bizonyitanunk. A bizonyitaarfaya 3 Iépésib all:

1. afeltétel megadasa

2. az allitas kimondasa

3. a bizonyitas végrehajtasa

2.2 Definiciok:

Teljes indukcio6 elveAdott egyn pozitiv szamtol fligg allitas.
Lépései:
1. n = 1-re bebizonyitjuk az allitast;
2. feltételezzik, hogy n-re igaz az allitas (indukcios hipotézis);
3. az indukcibs hipotézist felhasznalva bebizonyitjuk, hogy az n+1. tagra teljestll
allitasunk. (Ezzel azt lattuk be, hogy a tulajdonséag édiklaz n. tagrél az
n+1. tagra)

Direkt bizonyitasigaz allitAsokbdl indulva helyes logikai |épések soran a bizonyitandohalitas
jutunk.

Indirekt bizonyitasAz allitas tagadasanak feltételezésdgebelyes logikai Iépések soran ellentmondéasra
jutunk.

A skatulya-elv:Ha n db targyatk db skatulydban helyezink el, és> k(p, akkor biztosan lesz olyan
skatulya, amelyikbe legalal-1 targy kerul.

3.1. Tételek

1. Teljes indukcié modszere:

Allitas: A szamtani sorozat-edik tagja: a= a + (n-1)d.

Az allitas helyességét teljes indukeab fogjuk belatni. Kozben felhasznéljuk a sorozat definiciéjat,
miszerint: @ = a1 + d.

1. A definicio felhasznélasaval belatjuk konknéértekekre:

Az allitAs n = 2 igaza = a + d.
n = 3-raisigaz FZa+d=(@+d)+d=a+2d.
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2. Feltételezzik, hogy n olyan index, amire még igaz & + (n-1) d
llyen az 1. pont szerint biztosan van.

3. Ezt felhasznalva, bebizonyitjuk, hogy a rakévetkemra is igaz marad, azag;1 = & + nd.
Tehét azt, hogy a tulajdonsag ordikk.

Definicid szerint az rdik tag utan kovetkézag:an+; = a, + d
Az a, értékére felhasznalva az indukcios feltevap; = (&g + (n - 1)d) + d
Zarojel felbontasa és 6sszevonas utan: an+1=a +nd

Ezt akartuk bizonyitani.
2. Direkt bizonyitas:
Tétel: Az n elemi halmaz részhalmazainak szana 2

Bizonyitas: Az n eleinthalmaz elemeit sorszamozzuk meg egyféleképpen. Ekkor minden egyes
részhalmazhoz hozza tudunk rendelni egy szam n-est a kdsfétlk&éppen: az i. helyen 1 van, ha az i.
elem belekerilt a részhalmazba és 0, ha nem. Ekkor az is igaz, hogy barmely 0-b#ladk szam n-
eshez hozzarendelldetgy részhalmaza a halmaznak. Azaz egy kolcsdndsen egyenelgfeleltetést
adtunk meg a részhalmazok és a szam n-esek kozott. Ergo, ha tudjuk a szam n-etsekk&niirad
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keriilhet, ezért ezekb2" darab van. igy az n elénhalmaz részhalmazainak szama'is 2
3. Indirekt bizonyitéas:
Tétel:~/2 irracionalis szam

Bizonyitas (indirekt)Tételezzik fel, hogw2 racionalis, azaz/2= a / b, ahol a, b egész szamok, és b
nem nulla. Azt is feltételezhetjik, hogy (a,b) = 1, azaz egymashoz képdst relat
primek, azaz tovabb nem egysidthetk.
+2=a/ b egyerdiség mindkét oldalat négyzetre emelve (most ekvivaldhelet,
mert pozitiv szamokrél van sz6) 2 &/&’.

Az egyenbséget b-tel atszorozva:

' = &

Tehat & oszthatd 2-vel, azaz paros szam, de akkor "a" is az, igy a = 2éAd\a
Ebbsl:

2b° = 4¢, azaz b= 2¢

Azaz 1 is paros szam lenne, ami nem lehetséges, hiszen feltételeztiik, hogy a és b

egymashoz képest relativ primek.

Ellenmondasra jutottunk, a kiindul6 feltételezésiink hikl@spem lehet racionalis

szam.

Alkalmazas:

» Hétkdznapi problémak
PI.: 30 gyerek kozil legaldbb hdnyan szilettek az év ugyanabban a hénapjaban?
Megoldas: Az év 12 hdnapja megfeleltethetl skatulyanak, melybe a 30 tanuldt el kell helyezni.

30 =12 - 2 +6, ezért a skatulya-elv szerint legalabb harman szilettek az évnebh@yana

honapjaban.
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