2. tetel
Szamhalmazok, halmazok szamossaga

A halmazelmélet a matematika egyik alagveidomanyaga, mely a halmaz fogalmanak
matematikai vizsgalataval, nem utolsésorban pedig a matematika halréktieloyalmakra
val6 visszavezetésével, megalapozéséaval foglalkozik.

Felépités:

Fogalomtar

Halmazok szdmossaga
Szamhalmazok
Halmazabra

Bizonyitas

Alkalmazéas

OhWNE

1.
Fogalomtar:
Halmaz:Alapfogalom. Nem definialjuk.

Ures halmazAzt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincsen, ires halmaznak nevezziik.
Jeled)

Részhalmaz.egyenekA ésB tetsdleges halmazo@ mondjuk, hogy Ahalmaz
részhalmaza B halmaznak (vagy mas szavakkal} halmaz tart?%izza dzhalmazt), ha
azA minden eleme B halmaznak is eleme. Jeke: =B—

Az A halmazt 88 halmaz valédrészhalmazanak nevezzik, Aa-B—esA#B.

2.
SzamossagMinden halmazhoz rendeliink egy szamossagot oly médon, hogy az ekvivalens
halmazok szamossaga egyerd nem ekvivalens halmazok szamossaga pedig kilénbozik.

Ekvivalens halmaz: két halmaz egy&skamossagu, azaz ekvivalens, ha elemei kozott
bijekcid, azaz kblcsbndsen egyértéimegfeleltetés |étesithiet
Pl.: pozitiv egész szamok ekvivalensek a természetes szamokkal, mert kblcsondésen
egyeértelnti megfeleltetés, hogy t=p-1.

Véges halmazgy halmaz véges, ha nem ekvivalens egyetlen részhalmazaval sem.
Barmely részhalmaza véges.
Véges szamu véges halmaz unidja is véges.

Végtelen halmazgy halmaz végtelen, ha nem véges, azaz van legaldbb egy ilyen, amivel
ekvivalens.
Végtelen halmazt tartalmaz6 barmely halmaz végtelen.

Megszamlalhatéan végtelen halmaz
Azokat a halmazokat, amelyek ekvivalensek a természetes szamok halmazaval,
megszamlalhaté végtelen halmazoknak nevezzik.
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3.
Természetes szamok
Jele:N
Természetes szamoknak nevezzifk 812345678....} szamok altal alkotott halmazt.

A természetes szamok halmaza végtelen halmaz.

A véges halmazok szdmossagat természetes szamudweskz (K.

A természetes szamok halmaza a legkisebb szamogsgdplen halmaz.

Rendezési tulajdonsagok: Egy nagyon fontos tulaédga, hogy jél rendezett, azaz akarhany
(de legalabb egy) természetes szamot kivalaszblkalkdz6tt van egy legkisebb.

Algebrai tulajdonsagok: A természetes szamok kd@teimeztik az 6sszeadast és a szorzast,
hisz ha két természetes szamot 6sszeadunk, vaggsdsszunk, akkor az eredmeényik is
természetes szam. A természetes szamok korébamakivis végezhetlnk, (pl: 5-3=2) ,
azonban ha azt akarjuk, hogy barmely kivonas édgglszamot adjon eredményiyiienink
kell a szamfogalmat. Ugyanis amig csak a természzt@mokat ismerjik, addig a 2-5-nek
nincs értelme.

Egész szamok
Jele: Z
Egész szamoknak nevezziik-e3-2— 1,01,23... } szamokat. Az egész szamok halmaza

tehat részhalmaza a természetes szamok halmazanak.

Az egész szamok halmazanak szamossaga megegyemikészetes szamok halmazanak
szamosséagaval.

Rendezési tulajdonsagok: Az egész szamok halnreearisan rendezett.

Algebrai tulajdonsagok: az egész szamok kozotindezzik az 6sszeadast, szorzast és a
kivonast. Az osztas azonban nem minden esetbemab@jégre, mivel a megoldas nem
feltétlen lesz egész szam.

Racionalis szadmaok

Jele: @

Racionalis szamok azon a szamok, amelyek felirhedblkegész szam hanyadosaként.
Végtelen, nincs legnagyobb és nincs legkisebb sdintiik.
Rendezési tulajdonsagok: Rendedharaz nagysag szerint sorba rakhato.
Algebrai tulajdonsagok: a racionalis szamok koedlmeztik az 6sszeadés, a kivonast, a
Szorzast es az osztast is.
A raciondlis szamokat végtelen sok alakban feltléing de a legegyszénb forma a tort,
ahol a szamlalo és a nevezlativ primek.
Tizedes tort alakjuk lehet:

1. véges

2. végtelen, de szakaszos (periodikus)

1 )
Z-03
Tiszta periodikus. PI.3

2 0.285714

Vegyes periodikus P1.7

Irracionalis szamok
Jele:l
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a nem periodikus végtelen tizedes tortek, azaz az#amok, amelyek nem irhatéok fel két
egész szam hanyadosaként.
Algebrai tulajdonsagok: ha irracionalis szamot éasltink, kivonunk, 6sszeszorzunk, vagy

elosztunk, nem biztos hogy irracionalis szamot kép(pl. /2 3/2 =2.)

Mas résziik azonban igy nem szerkeséthigen pl a7

Az irraciondlis szamok tehéat két csoportba sordlkiatannak az Ugynevezett transzcendens
szamok. Ezek olyan irracionalis szamok, amelyek ggdkei semmilyen racionalis
egyutthatoju algebrai egyenletnek sem. ilyen taligtvagy az "e”, a természetes logaritmus
alapszama. A masik csoportba tartoz¢ irracionabsrokat algebrai szamoknbkvjuk. llyen

példaul av/2 .

Valds szamok

Jele:R
Az irraciondlis szamok és a racionalis szamok dggét
A valos szamok és a szamegyenes pontjai kozotsditisen egyértelimmegfeleltetés van.
Vannak nem megszamlalhatéan végtelen szamossagazal is, azaz amelyeknek elemei
es a pozitiv egész szamok kdzo6tt nem létesithidtsondsen egyértelinhozzarendelés.
llyen pl a valés szamok halmaza. Ennek a halmaarsdamossagéat kontinuum
szamossagunak mondjuk.

4,

Halmazabra

A halmazok szemléletes abrazolasat Venn - diagrdtkah@zoktuk szemléltetni. (John Venn
- angol matematikus) A Venn - diagrammokon altatatalamilyen sikidomok (kéz,
ellipszis, téglalap, négyzet) jelképezik az egyamiazokat.

N = {Természetes szamok halmaza.}

Z = {Egész szamok halmaza.}

Q ={Racionalis szamok halmaza. }

Q* (1) ={lrracionalis szamok halmaza.}
T = {Transzcendens szamok halmaza.}
R = {Valés szamok halmaza.}
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5.
TETEL :
A \/5 irraciondlis szam.

BIZONYITAS :
(indirekt)
Tegyilk fel, hogy/5 racionalis, tehat felirhaté forméban, ahol a és b egész

szamok, és 0. Tegyuk fel, hogy (a;b) = 1, azaz egyméashoz keedstiv primek, azaz
tovabb nem egyszésithebek.

B: 5 az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve

a2

o atszorozvatel

a=51 azaz &4oszthat6 lesz 5-tel, vagyis felirhaté a= 5t foraratigy:

25¢=5k" vagyis 5t=b’ amibsl kévetkezik, hogy b is felirhaté b=>5I alakban.

Ezek szerint b is oszthato lesz 5-tel, ami pedig tehetséges, hiszen az elején feltételeztik,
hogy a és b egymashoz képest pozitiv primek.

Ellentmondashoz jutottunk, a kiindul6 feltevéstmiszerint a/5 racionalis, tehat nem igaz,
a /5 nem lehet racionalis szam, vagyis irracionalis.

6.
ALKALMAZAS
* Egyenletek alaphalmaza és értelmezési tartomanyaeghkatarozasa.
Pl.: Ig(x-2)=3 esetén alaphalmaz [2;8]

* Flggvények megadasakor az értelmezési tartomagrgédkészlet meghatarozasa.
PL: f(x ):i1 esetén az alaphalmaz R\ {1}
X —

» Teljes indukcids bizonyitasnal a természetes sz&amohk tulajdonséagat hasznaljuk
ki, hogy minden természetes szamhoz egyet hozziiahét természetes szamot
kapunk.

Kidolgozdja Kovacs Lili12.D
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