7. Tétel
Elsé- és masodfoku fliggvények, egyenletek

1. A témakor tartalmi felépitése
o Elséfoka fuggveny (definicio, jellemzeés)
o Masodfoku fuggvény (altalanos alak, jellemzés, sajatossagai)
o Egyenletek
o Egyéb alkalmazasok

2. A témakoar tartalmi felépitésének kifejtése

2.1 Torténeti bevezed

Galileo Galilei (1564-1642) olasz fizikus, matematikuglelgzott ismerte fel, hogy a fizikai
jelenségeket kisérletekkel tanulméanyozhatjuk, és a torvérigermk leirasara a matematika eszkozei, a
fuggvények hasznalhatok.

2.2 Elséfoku fuiggveny (definicio jellemzés)

Fuggvény definicidja Legyen adott két nem dres halmaz. Ha az A halmaz minden egyes eleméhez a E
halmazbdl pontosan egy értéket rendeliink hozza, akkor ezt a hozzarenedelést
fuggvénynek nevezzik.

A A halmazt a fuggvéngrtelmezési tartomaayak, a B halmazt a fuggvény
képhalmazanak mondjuk. A B képhalmaznak a fliggvény helyettesitési értékeit
tartalmazo részét a fluggvéastékkészlének nevezzik.

A fuggvény tehaegyértelnd hozzarendelés az értelmezési tartomany és az
értekkészlet elemei kozott.

Elséfoku fgv.: Az x - mx+b (mésb adott szdmok) hozzarendeléssel definialt fliggvény grafikonja
olyan egyenes, amelynek meredeks@gés az/ tengelyt a (0)) pontban metszi.

Az f(x) = mx + b(mz0 ésb adott szdmok) alaku fuggvenyeledtsfokifliggvényehek
nevezzik. Han=0, akkor a figgvényeketd( = b alakban adjuk meg, ennek képexaz
tengellyel parhuzamos egyenes. Az ilyen fuggvények kdzos limeéris figgvények
Ha m pozitiv, akkor a fliggvény szigordan monoton néwé&kiea m negativ, akkor
szigortan monoton csokkén

Altalaban minden f: H- R, f(x) = mx(H=R) fuggvénysél azt is mondhatjuk, hogy
egyenes aranyossagmelynek aranyossagi ténggz m.

Jellemzeés:
Ertelmezési tartoméany (Df)
Erték készlet (Rf)
Zérushely; Azon elemekO, értelmezési tartomany beli halmaza, ahol afidiplgettesitési
értéke: 0 fx)=0
Monotonitas
Minimum, maximum: helyi(lokalis) v. abszolut
Periodikussag: Egy figgvénynek p szam a periodusd) e
= 1. Minden x eleme Df-re igaz, hogy x+p eleme Df-nek
= 2.Minden x eleme Df-re igaz, hogy f(x) = f(x+p)
» Periédusnak a legkisebb ilyen p-t szokas nevezni
> Korlatossag: 1. Alulrél: Minden x eleme Df — re igaz, hogy>(K)
» 2. Felul6l Minden x eleme Df — re igaz, hogy f&K
= 3. Alulrol és felul8l is. Pl.: sin x
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2.3Masodfoku fuggvény (altalanos alak, jellemzés, sajatossagai.

Altalanos alakjaf(x) = ax2 + bx + ¢ (a#0, ésa, b ésc tetsdbleges valos szam).

Az f(x) = ax? + bx + calakban aa ésc paraméterek jelentése:

0 a a paraboly tengely iranyaba valo nyujtésehaq > 0) vagy zsugorl'tésénl (a| < 0) jelenti;
0 a <0esetben a grafikont tukrozni kell azengelyre.

Altalaban igaz, hogy ha a masodfokd polinomnak van valds gyoke, akkor szorzatta tudjukialakita
Gyoktényess alak:Az a(x-x)(X-% )= 0 alakot a masodfoku egyenlet gyoktérgealakjanak
nevezzik.

Az a¥ + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatéi kozott fennallnak a kdvetkez
Osszefuggések:

b C
T =—— X Kn =
a es [

Ezeket az 6sszefliggéseket Viéte-féle formuladknak is nevezzik.

Telies négyzet alak (implicit alakx — a(x-uf + v (a#0, ésa, u ésv tetsdbleges valdés szam)
Ekkor azy tengelyi, T(u,V) tengelypontd normal parabolatxarengely iranydban-val, azy tengely
irAnyabarv-vel kell eltolni.

Altalanos jellemzés:

>  Ertelmezési tartomanya a valés szamok halmazaR.

» Azt azxvalos szamot, ah®(x) = 0, a fuggvény zérushelyének nevezzik.
»  Szeél$érteke ax = u helyen van.

»  Szé., Mon., Konvexitas:

0 ha a>0, akkor minimuma van (a parabola alulr6l nézve konvex)
ekkor a fliggveény a Jee ; u] intervallumon szigord monoton csokken,

és a [u;co [ intervallumon szigord monotordn

0 ha a<0, akkor maximuma (a parabola alulr6l nézve konkav)
ekkor a fiiggveny ajee ; u] intervallumon szigorian monotof,n

€s a [u;oo [ intervallumon szigord monoton csokken.

»  Paritdsa: paros, grafikonja ptengellyel parhuzamos tengélgarabola.
»  Nem periddikus
»  Nem korlatos (Alulrél igen)

»  Folytonos

Az ax? + bx + ¢ (a#0, ésa, b ésc tetsdleges valos szam) masodfokl egyentegoldoképleténekagy
b+lb* - dar

gyokképleténekevezzik -~ 2a kifejezést. A megolddképletberba4ac kifejezést a

méasodfoku kifejezés diszkriminansanak nevezziik-ésl jeléljiik: D = b* — 4ac Diszkriminans
(latin) sz0 jelentése: meghatarozo, déinyed.

0 haD > 0O, akkor aZ(x) figgvénynek két zérushelye van, és a §&étékéet ezek szamtani
b _x+x

kdzepében veszi fet:
2a 2
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0 haD = 0, akkor aZ(x) fliggvénynek egy zérushelye van (kétszeres gyok), a fliggvénygrafikon
azx tengelyt azx = —23 helyen érinti, ezen a helyen van a siéieke.

a
0 haD < 0, akkor aZ(x) fuggvénynek nincs zérushelye, a parabola nem metszi €és nem is érinti

azx tengelyt, de a széiértéke ekkor is ax = —2—2 helyen van.

2.4Egyenletek:

Egyenlet barmely két egyerdségjellel 6sszekapcsolt kifejezébdz egyenletet szokas olyan
specidlis nyitott mondatnak (valtozo(k)tél fisgallitas) is nevezni, amelynek alaphalmaza
szamhalmaz.

Egyenlétlenségol beszélunk, ha a két kifejezést a kisebb (<), nagyobb(>), nemkisebb(
),nemnagyoblx) relacids jelek kapcsolnak dssze.

Az egyenlet, egyetitienség megoldasakor az alaphalmaz mindazon értékeit keressiik, amebzekhez
igaz logikai érték tartozik. A valtozo(k) ezen értékeinek halmazéat az egyenleiéignseg
igazsaghalmazanaknevezzuk.

Két egyenletet illetve egyaftlenségetekvivalensnek(egyenértéinek) mondunk, ha azonos az
alaphalmazuk és a megoldashalmazuk, azaz igazsaghalmazuk is.

Egyenletek megoldasi modjd&T. vagy EK. vizsgalata; grafikusan; szorzatta alakitassal; mérleg
elvvel, kovetkeztetéssel; probalgatassal

Tétel:
A masodfoku egyenléiltalanos alakjaax? + bx + ¢ = 0(a# 0)
A masodfoku egyenlet megoldoképletének levezetégszorzatta alakitassal)

Emeljik ki a masodfoku tag egyutthatojat zat a{ 2

. - Z i+ b X+ ¢ =1
Itt kihasznaltuk azt a feltételt, hogsO. a a

A zéardjelben szereplmésod- és etdokl tagbdl képezzink teljes negyzetei'[A LA "P—J‘ |

fer ) -1
2T il

=1}

E
|‘J‘
A szogletes zaréjelben I&wmasodik tagban végezzik el a tort negyzetre _'
emelését! 3

A szogletes zaréjelben léyvaltozét nem tartalmazoé tagokat irjuk k6zos a |” L |

tortvonalra. 2a, 4a

A szbgletes zaréjelben szeréphasodik tagot négyzetes alakba irva, a o -
szogletes zéarojelen belll két négyzet kilonbségét kaptuk. Itt azonban ol b T e | | 0
feltételeztiik azt, hogy? - 4ac= 0. Ha nem, akkor az egyenletnek nincs o2 a2

megoldasa a valés szamok kozott.

A szogletes zardjelben szerépiégyzetes tagok kilénbségére alkalmazzuk az
-y? = (X + y)(X - y)azonossagot!
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_ Wb —dac ‘ _0

b
2a 2 2a 2

H b b —dac H
al | x+—+ X+
A &

Itt a k6zOs nevedii torteket egy tortvonalra irva a kovetkesiakot kapjuk.

+b+'-\u"b3—-1ar b—b® —dac |

- .
a|’ X X+
%, AN Fa|

=i

2a a1

Most felhasznéljuk azt, hogy egy szorzat csak akkor lehet dgyalthval, ha valamelyik tényég nulla,
ezért a fenti kifejezés két esetben lehet nulla:

_ b+ b dac
i+ =

0
Vagy 2a
Rz
. b—-ib" — e -0
Vagy 2
. _ b+ B —dac _ —b—b° —dac
Az egyenlet egyik gyoke: 24 2
-~ o
. _b—w'b' —dac  —b+~Jb —dar
Az egyenlet masik gyoke: 2a 20

Az egyenlet két gyokét 6sszevonva egy kifejezésbe:
=
—b+ b —dac

2a
alakot kapjuk. Ezt nevezzukmaasodfoku egyenlet megoldoképletének.

2=

2.5 Egyéb alkalmazéasok:
1. Linearis programozas
2. Ferde hajitas (fizika)
3. Egyenletesen gyorsulé mozgas ut6-fidggvenye (fizika)
4. Négyzetes uttorvény (fizika)
5. Szélgértek probléemak megoldasa elemi uton
6. Algebrai tortek egyszésitése

Négyzetes uttorveny (fizika):
Mekkora utat tesz meg és mekkora sebességet ér el drtinlé gépkocsi 20 s alatt?
S(Ut)= a/2xAt>= 400m
V(sebesség) at=40m/s

Kidolgozéja Zalkai Daniel12.D
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